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  摘  要:  本文将状态空间模型与互高阶累计量结合在一起,首次提出了基于状态空间模型谐波恢复的互高阶累

计量的Hankel矩阵分解法. 该方法清晰地展现了谐波恢复问题的实质,充分利用状态空间模型所具有的灵活性、方便

性,为解决谐波恢复问题提供了一条全新的思路,是一种短数据条件下的高精度算法. 仿真结果表明,该方法在混合色

噪声和很低信噪比条件下谱估计的分辨率、稳定性及对混合色噪声的抑制等方面均明显优于自高阶谱估计方法.
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The Hankel Matrix Decomposition Method of Cross2High2Order Cumulant Based
on The Cross2High2Order Cumulant of State Space Model of Harmonic Retrieval
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Abstract:  This paper proposes a totally newmethod to combine the state space model with cross2high2order cumulant, in anoth2

er word, it is a hankel matrix decomposition method of cross2high2order cumulant based on the state space model of harmonic retrieval.

The method shows clearly the substance of harmonic retrieval problem and takes fully advantage of flexibility and convenience of the

state space model. It also proposes a newway to harmonic retrieval problem and deduces a high precision algorithm of shot date sys2

tem. The simulations have showed that the algorithm in this paper is much better than the Esprit methods of auto2high2order cumulant

in identification and stability of the spectral estimation, and its ability to overcome disturbance is also better. The method has lower

SNR than auto2high2order cumulant methods.
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1  引言

  色噪声背景下谐波恢复是信号处理领域里的核心问题之

一.目前, 有互谱Levinson、互谱 Pisarenko和MUSIC等方法可从

噪声中提取微弱信号. 本文所提谐波恢复的互高阶累计量

Hankel矩阵法,可同时抑制各信道间相关的高斯色噪声及互

不相关的任意零均值色噪声的影响 ,从而克服了高阶谱估计

方法[1]仅能抑制高斯色噪声和现代互谱估计方法[ 2]仅能抑制

相互独立的色噪声的缺点, 为色噪声背景下的谐波恢复及其

他相关问题提供了一种新的处理手段, 比其他 AR、MA、ARMA

模型更能够揭露问题的实质.

2  基于互四阶累计量的状态空间模型的建立

  数据模型为:  
x( n+ 1) = Fx( n)

z( n) = hTx( n) + Fx ( n) + Gx ( n)
( 1a )

y( n+ 1) = Fy( n)

zc ( n) = hTy( n)+ Fy( n)+ Gy ( n)
(1b)

式中 F = diag( ej2 Pf
1 , ej2Pf

2, , , ej2 Pf
q) , h= ( 1, 1, , , 1) T ; x (0) =

[ A1e
j<
1, A2e

j<
2 , , , Aqe

j<
q] T , y(0)= [B1e

jU
1 , B2e

j U
2 , , , Bqe

jU
q ] T 为

初始向量; x( n)、y( n)及 z( n)、zc ( n)为两个通道的状态向量

和测量输出;Ai、Bi 及 5 i、7 i 分别为谐波信号的幅值和随机相

位,其中 5 i、7 i 在[ - P , P]区间独立均匀分布; f i 为谐波信号

的频率; Fx、Fy 为互不相关的零均值非高斯色噪声, Gx、Gy 分

别为相关的谱密度未知的零均值高斯色噪声 Fx、Fy 和 Gx、Gy

相互独立, 称 Fx、Fy 和 Gx、Gy 为混合色噪声.由以上状态空间

模型可见, 求解谐波信号频率的问题实际上转化为从测量输

出中估计状态转移矩阵的特征值问题.

  定义 1  对标量复数随机过程 x( n)、y( n)有

cxyxx ( k, m, n , r ) = cum(x ( k) ,�y ( k+ m) , x( k+ n) ,�x ( k+ r ) )

= E [x ( k)�y( k+ m) x( k+ n)�x( k+ r ) ]

 - E [x ( k)�y( k+ m)] E [x ( k+ n)�x( k+ r ) ]

 - E [x ( k) x( k+ n) ] E[�y ( k+ m)�x( k+ r ) ]

 - E [x ( k)�x( k+ r ) ] E[�y( k+ m) x( k+ n) ]

(2)

式中上标~ 代表复数共轭, cum和 E 分别代表累计量及数学期望.

  定义 2 对于 q 维复数随机向量 x( k) 、y( k )、cxyxx ( k,

m, n, r )代表 q4@1 维的向量,其第( i0 - 1) q3+ ( i1 - 1) q2+

( i2 - 1) q+ i3 个元素为

cum( xi
0
( k) ,�y ( k+ m) , x i

2
( k+ n) , �x i

3
( k+ r ) ) (3)

式中 xi
s
( k)和 yi

1
( k)分别为向量 x( k)和 y( k)的第 is 个

元素和第 i1个元素.

  定理 1[ 3]  设状态空间模型如式(1a )、( 1b)所描述, 则输

出 z( k)、zc ( k)的互四阶累计量为:

czzczz ( k, m , n, r )= hTF n- 1g( k, m, r ) (4)
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式中 g ( k, m, r )= ( hT ª hT�Fm ª hTF r ª hT�F r ) cxyxx ( k, 0, 0, 0) ,

K 为正数, m、r 非负.

  引理 1 对于谐波恢复问题,如式(1a )、(1b)所示的状态空间

模型其状态向量 x( n)、y( n)和输出 z( k)、zc ( k)是关于其互四阶

累积量广义平稳的.有 cxyxx( k, m, n, r)= cxyxx (m, n, r ) (5)

考虑到状态空间模型中的噪声项的互四阶累积量为零,

又有 czzczz( k, m , n, r )= czzczz( m , n, r ) (6)

证明略.

根据定理 1和引理 1,式(1)可用下式来描述

czzczz( k, m, n, r ) = hTF n- 1g( m , r ) (7)

g ( m, r )= ( hT ª hT�Fm ª hTFr ª hT�F r ) cxyxx (0, 0, 0) (8)

即互四阶累计量 czzzz= ( k, m, n , r )独立于始状态时间 k.

若 m、r 固定,式( 8)使 czzczz ( m, n, r ) 可以被看成用空间

模型( F , g( m , r ) , hT)描述的 LTI 系统的Markov参数, n 为时

间索引,即: xc ( n+ 1) = Fxc ( n) + g( m , r ) D( n) (9)

czzczz( m, n, r) = hTxc ( n) (10)

式(10)就是所求的基于互四阶累计量的状态空间模型.

3  Hankel矩阵分解法

  由于 z ( n) zc ( n)的互四阶累积量可被认为是具有状态空

间模型结构( F , g( m , r ) , hT)的 LTI系统的Markov参数, 则由

输出的互四阶累积量构成的Hankel矩阵必有有限阶次.

H=

c( 1) c( 2) c(3) ,

c( 2) c( 3) c(4) ,

c( 3) c( 4) c(5) ,

M M M ,

(11)

  定义 3  C( n) = Czzczz ( m , n, r ) = hTF n- 1 g( m , r ) , 式中

m、r 固定 Hankel矩阵, H = ( 8 ,式中 ( , 8 为扩阶可观测矩

阵和可控矩阵,式中  ( =

hT

hTF

hTF 2

M

, 8 = [ g ( m, r ) , Fg( m, r ) ,

F 2g ( m, r ) , ] (12)

  定理 2 若( F , g( m, r ) , hT)由式(1)和式 (4)定义, 且满

足相应的噪声及相位等假设条件, 则{ hT, F }能观测, ( F , g

( m, r ) )能控制.

证明  由式(1)可知,可观测矩阵 ( 为 Vandemonde矩阵

( =

h
T

hTF

hTF 2

s

=

1 1 , 1

X1 X2 , Xq

X1
2 X22 , X2q

s s s s

(13)

如果 Xi X Xj , i X j 则 ( 是满秩矩阵.假设 Xi= e2Pf i且 fi X

f j, i X j, 有 Rank[ ( ]= q.则

   8 = [ g( m , r ) Fg( m, r ) , ]

=

g1

g2

w

gq

1 X1 X22 ,

1 X1 X2
2 ,

s s s ,

1 X1 X2
2 ,

(14)

若 g i X 0, i= 1, 2, , , q, 8 是满秩的, g i= - A3BX1- m- r X 0, 可

知 8 l 为可控矩阵. 证毕.

可见有限维数的 Hankel矩阵具有有限阶次 q. 构造一个

L 维 Hankel矩阵.

Hc l=

c( 1) c(2) c(3) , c( l)

c( 2) c(3) c(4) , c( l + 1)

c( 3) c(4) c(5) , c( l + 2)

s s s s s

c( l ) c( l + 1) c( l + 2) , c(2l - 1)

= (c l8cl

(15)

  (c l=

hT

hTF

hTF 2

s

h
T
F

l- 1

, 8c l= [ g ( m, r ) , Fg ( m, r ) , F
2
g( m , r ) ,

, , F
l- 1

g( m , r ) ] (16)

上面分解中 l \ q, 且每一个矩阵的阶次都为 q. 为求解状态

转移矩阵的特征值, 将其修改为:

H l = ( clF
- l8cl= ( l 8 l

=

c( - l+ 1) c( - l+ 2) c( - l + 3) , c(0)

c( - l+ 2) c( - l+ 3) c( - l + 4) , c(1)

c( - l+ 3) c( - l+ 4) c( - l + 5) , c(2)

s s s , s

c (0) c( 1) c( 2) , c( l - 1)

(17)

式中 ( l= (c lF
- l , 8 l= 8cl .

定义旋转 Hankel矩阵 �H l为

�H l=

c( - l + 2) c( - l + 3) c( - l + 4) , c( l )

c( - l + 3) c( - l + 4) c( - l + 5) , c(2)

c( - l + 4) c( - l + 5) c( - l + 6) , c(3)

s s s , s

c( 1) c( 2) c(3) , c( l )

(18)

与 H l 的分解相对应, �H l 的分解可写成, �H l= ( lF8 l .

  定理 3  令 Z1= XYH , Z2= XSYH (19)

式中 X I Cp @r , YI Cq@r为列满秩, S I Cr @r为非奇异矩

阵. H 代表共轭转置, Z1 舍项 SVD分解为

Z1= U0 E
2

0

VH
0 (20)

而 U0 I Cg @r , V0 I Cq @r以及 E
0

I Cr @r为满秩. Z2 可以使用

下面任何一种方式来表达:

    Z2 = U0 E
0

TST - 1 E
0

V0
H

= U0 E
2

0

TST - 1 VH
0 = U0TST

- 1 E
2

0

VH
0 (21)

式中 T I Cr @r是可逆的,且

   K[ S] = K E
- 1

0

UH
0 Z2 V0 E

- 1

0

= K E
- 2

0

UH
0 Z2 V0 = K[ UH

0 Z2 V0 E
- 2

0

] (22)
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表 1

自高阶累积量 Esprit法 Hankel矩阵分解法

SNR 均值 均值 均方误差 均方误差 均值 均值 均方误差 均方误差

f 1= 0. 1900 f 2= 0. 1700 f 1= 0.1900 x10^( - 3) f 1= 0. 1900 f2= 0. 1700 x10^( 23) x10^( - 3)

f 2= 0. 1700 f 1= 0.1900 f 2= 0. 1700

- 10 0. 19457 0. 17231 0. 00130 0. 99235 0.19383 0. 17159 0. 85912 0. 97323

- 6 0. 19413 0. 17196 0. 00120 0. 87004 0.19358 0. 17151 0. 76869 0. 84213

数据 45 0. 19185 0. 17179 0. 00112 1. 18379 0.19127 0. 17133 0. 00093 0. 00097

长度 50 0. 19151 0. 17166 0. 00102 1. 06257 0.19119 0. 17099 0. 00092 0. 00088

证明略.

  定理 4  令 U0 , V0 和 E
2

0

分别代表 L @q、L @q 和 q @q

维矩阵,它们由 L@L 维矩阵Hcl 的舍项奇异值分解得到, 其

中 L \ q 那么频率 fi 可以通过计算下式的特征值得到

E
- 1

0

UH
0�HciV0 E

- 1

0

(23)

证明略.

4  数字仿真实验

  采用数学仿真模型

z ( n)= e
j2 Pf

1
n+ jP/ 4

+ e
j2 Pf

2
n
+ Fz( n) + Gz( n) (24)

zc ( n) = ej2Pf
1
( n)+ jP/ 4+ ej2Pf

2
( n) + Fcz( n) + Gcz( n) (25)

式中 f 1= 0117HZf 2= 0. 19HZ; G2( n)和 Gcz ( n)分别由方差为 1

的零均值,且相互独立的非高斯的色噪声通过一个四阶带通

滤波器产生;该滤波器的传递函数为

H (z )=
0. 0201( 1+ 2z- 2 - 1. 23z - 4

1- 2. 981z- 1+ 2. 037z- 2- 3. 192z- 3+ 0. 0145z - 4
(26)

其归一化功率谱密度曲线如图(1)所示. Fz ( n )与 Fcz( n)为同

一个方差为 1的零均值高斯的白噪声分别通过两个四阶带通

滤波器产生;该滤波器的传递函数为

H (z )=
k(1- 2z- 1+ z- 4)

1- 0. 637z- 1+ 2. 237z- 2- 1. 307z- 3+ 0. 641z - 4
(27)

则 Gz( n)、Gcz( n)为相互独立的零均值非高斯色噪声, Fz

( n)与 Fcz( n)为相关的高斯色噪声.此种信号模型常见于用两

个独立电源(共地)供电的传感器对同一物理量测量进行测量,

传感器的输出信号由同一数据采集系统采集后所得到的信号,

由于传感器结构和环境的复杂性,所以各个传感器的附加噪声

往往是非高斯的, 而数据采集系统所产生的噪声一般都是高斯

的. 取 x( n )、y( n)的数据长度均为 25, 在[ - 10, 0] dB区间以

2dB信噪比为间隔,分别对各信噪比位置点进行 20次独立的谐

波恢复的仿真实验. 图 ( 2)、图

( 3)展示了本文所提出方法与自

高阶累计量 ESPRIT 方法数据长

度为 50的均方值误差和均值的

对比仿真图. 本文方法与自高阶

累积量 Esprit 方法不同信噪比下

的均值和均方误差对比及不同

数据长度下的均值和均方误差

对比示于表1.

仿真结果证明,本文提出的

方法无论在均值还是在均方误差方面都优于自高阶累计量的

谐波恢复的方法.这反映了自高阶累计量方法在存在非高斯噪

声的情况下表现出了数据波动大和不精确.本文提出的方法具

有较好的估计参数稳定性和较高的测量精度.这表明互高阶累

计量具有较强的噪声抑制能力.

5  结束语

  本文首次具体地根据互高阶累计量的状态空间模型建立了

Hankel矩阵,通过矩阵变换及特征值分解的手段获得了短数据下

的高精度谐波恢复的 Hankel矩阵分解法. 为多通道混合有色噪

声及相关高斯噪声的抑制问题提供了一条全新的解决方案.
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